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RESUMO

A transformacdo de coordenadas no sistema astronémico local em coordenadas no sistema global
geocéntrico (ITRFyy, por exemplo) é um problema chave da Geodésia contemporanea, também chamado
de problema da orientacdo tridimensional, que pode ser resolvido pela integragcdo entre métodos GPS
(Global Positioning System) e métodos LPS (Local Positioning System) através da ressecéo
tridimensional. Este artigo apresenta uma reviséo conceitual sobre sistemas de referéncia, sistema global,
coordenadas astrondmicas, sistema astrondmico local, sistema de coordenadas geodésicas ou elipsodidicas,
coordenadas geodésicas ou elipsoidicas e desvio da vertical. Mostra-se a definicdo e o modelo do Problema
Procrustes simples que permite o célculo das componentes do desvio da vertical através de medidas de
posicionamento GPS, em uma estacdo base e em estacdes alvo, e medidas de direcdo LPS (dire¢céo
horizontal e diregéo vertical com teodolito) da estacéo base para as estacdes alvo.
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RELATION BETWEN LOCAL REFERENCIALS AND GLOBAL REFERENCIALS:
PROBLEM PROCRUSTES SIMPLE

ABSTRACT

The transformation of local astronomical coordinate system in coordinates in the global geocentric geodetic
system (ITRFyy, for instance) it is a key problem of contemporary Geodesy, also called the problem of the
three-dimensional orientation, that can be solved by the integration among methods GPS (Global Positioning
System) and methods LPS (Local Positioning System) through the three-dimensional recession. This article
presents a conceptual revision on reference systems, global system, astronomical coordinates, local
astronomical system, system of geodetic coordinates or elipsoidical, geodetic coordinates or elipsoidical and
deviation of the vertical. It is shown the definition and the model of the simple Procrustes Problem that allows
the calculation of the components of the deviation of the vertical using positions measured with GPS, in a
station base and in target stations, and LPS directions (horizontal and vertical directions with theodolite) of
the station base for the other stations.

Keywords: Local and Global Referencials, Simple Procrustes Problem, Vertical Deflection.

1. INTRODUCAO

Segundo GRAFAREND & AWANGE (2000), o problema de orientacdo tridimensional consiste na
determinagdo da matriz de rotacdo (3 x 3) e seus 3 parametros, longitude astrondmica A, latitude
astrondmica ® e um parametro de orientacdo desconhecida X, que relacionam o sistema astrondmico local
ao sistema geodésico global geocéntrico. Isto pode ser feito a partir de medidas de posicionamento GPS, em



uma estacao base e em estagdes alvo, e medidas de direcdo LPS (direc&o horizontal e diregéo vertical com
teodolito) da estacdo base para as estacdes alvo. Sao necessarias no minimo trés estacdes alvo.

A transformagdo de um conjunto de coordenadas cartesianas em outro conjunto de coordenadas
cartesianas, através da matriz de rotacédo, é feita utilizando-se o Problema Procrustes simples ou Problema
Procrustes parcial, um caso especial do Problema Procrustes geral, que inclui além dos elementos de
rotacdo, elementos de translacéo, escala e reflexao.

Determinando-se desta maneira a longitude astrondmica A e a latitude astronémica ® ndo sdo mais
necessarias observacdes astrondmicas para se obter o desvio da vertical.

2. SISTEMAS DE REFERENCIA

Um ponto do espacgo tridimensional pode ser determinado de forma univoca (figura 1), pelo afastamento
r entre a origem do sistema e o ponto R considerado, pelo angulo p formado entre o segmento OR e a
projecao ortogonal deste sobre o plano xy e pelo angulo a que a proje¢do do segmento OR sobre o plano xy
forma com o semi-eixo OX. As coordenadas esféricas de um ponto R sédo dadas por (r, a, B).
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Figura 1 — Sistema de Coordenadas Esféricas e Sistema de Coordenadas Cartesianas.

Supde-se o sistema de coordenadas esféricas sobreposto a um sistema de coordenadas cartesianas
(TORGE, 1980, p.16). Assim, o ponto R, determinado pelo terno cartesiano (x,y,z) pode ser expresso pelas
coordenadas esféricas (r, a, B), sendo o relacionamento entre os dois sistemas obtido pelo vetor posicao :

X COs fcosa
y |=r|cos Bsena 1)
z sen fg

3. SISTEMA GLOBAL

Os sistemas de coordenadas sdo definidos em termos de orientagcdo, unidade e curvatura, sendo a
principio tridimensionais. A quarta dimenséo, o tempo, foi introduzida devido a movimentos da Terra e de
outros corpos celestes e de deformacg8es na superficie terrestre (TORGE, 2001, p.18).

Um sistema de coordenadas sera global se a sua origem for geocéntrica. Se a origem nédo for
geocéntrica o sistema serd regional ou local (COSTA, 1999, p.10).

3.1 SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS ASSOCIADO AO SISTEMA GLOBAL
Um sistema de coordenadas cartesianas associado ao sistema global (figura 2) é um sistema de

coordenadas cartesianas espaciais X,Y, Z, geocéntrico e fixo a Terra (i.e. girando com ela no seu movimento
de rotagdo). E utilizado como sistema de coordenadas terrestres fundamental (TORGE, 2001, p.32).
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Figura 2 — Sistema de Coordenadas Cartesianas Associado ao Sistema Global.

Um sistema de coordenadas cartesianas associado ao sistema global, caracteriza-se por:

a)
b)
<)
d)

e)

origem no geocentro (O), centro de massa da Terra, incluindo hidrosfera e atmosfera,;

0 eixo Z é direcionado para o P4lo Norte terrestre médio;

o plano equatorial médio é perpendicular ao eixo Z e contém os eixos X e Y;

0 plano XZ é gerado pelo plano do meridiano médio de Greenwich (Gr), obtido pelo eixo de
rotagdo médio e pelo meridiano origem de Greenwich (referéncia do Tempo Universal);

0 eixo Y torna o sistema dextrogiro.

Este sistema utiliza o eixo de rotagdo médio e o plano equatorial médio, devido a alteragcdes no
movimento de rotacéo da Terra.

3.2 SISTEMA DE COORDENADAS ESFERICAS ASSOCIADO AO SISTEMA GLOBAL

Um ponto do espaco tridimensional também pode ser determinado de forma univoca pelas suas
coordenadas esféricas.

As coordenadas esféricas associadas ao sistema global, mostradas na figura 3, séo chamadas r, 3, A,
onde r é a distancia entre o geocentro e o ponto P considerado, 8 a co-latitude e A a longitude. No lugar de 9
pode ser utilizada também a latitude ¢, dada por:

0 =90°-9 )

A posicdo do ponto P é dada pelo vetor posicional:

X sengcos A
r=|Y |=rlsengseni 3)
Z cos g



Figura 3 — Sistemas de Coordenadas Cartesianas e Esféricas Associadas ao Sistema Global.

4. COORDENADAS ASTRONOMICAS

As coordenadas astrondmicas s&@o a latitude astronémica @ e a longitude astrondmica A. E comum
encontrar-se os termos “coordenadas geograficas” ou “coordenadas astrondmicas geograficas” ao invés de
“coordenadas astronémicas”.

Latitude astrondmica ® é o angulo formado pela vertical do ponto (dire¢cdo do vetor intensidade da
gravidade g) com a sua projecdo equatorial. Por convencédo a latitude € positiva no hemisfério norte e
negativa no hemisfério sul (GEMAEL, 1999, p.16).

Longitude astronémica A € o angulo diedro formado pelo meridiano astronémico do ponto (local) com o
meridiano origem de Greenwich (GEMAEL, 1999, p.16).

Meridiano astrondmico é a circunferéncia maxima cujo plano contém o eixo de rotagdo e o zénite do
lugar.

O plano do meridiano astrondmico do ponto contém a vertical que passa pelo ponto e uma linha paralela
ao eixo de rotagao, pois a vertical e o eixo de rota¢do néo séo co-planares.

A figura 4 mostra as coordenadas astrondémicas.
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Figura 4 — Coordenadas Astrondmicas.

5. SISTEMA ASTRONOMICO LOCAL

Observacgfes astrondmicas e geodésicas, como azimute astronémico, distancias, angulos e direcdes
horizontais, angulos zenitais e diferencas de altura, estdo relacionadas com a dire¢ao da linha de prumo no
ponto de observacdo e consequentemente ao campo da gravidade da terrestre. Com isso, essas



observacdes estéo referidas a um sistema astronémico local (figura 5).
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Figura 5 — Sistema Astrondmico Local.

Azimute astrondmico A é o angulo medido no plano do horizonte entre o meridiano astrondmico de P e 0
plano vertical que passa por P,. E contado a partir do eixo X no sentido horéario. Distancia zenital ou angulo
zenital Z é o angulo medido no plano vertical entre a vertical local (dire¢do do vetor gravidade) e a linha que
une P a P;. A distancia espacial s é o comprimento entre P e P,.

Operacdes de nivelamento geométrico associadas a gravimetria referem-se a vertical local,
proporcionando diferencas de altura em relagdo as superficies equipotenciais que passam pelos pontos
nivelados.

Medidas da gravidade e de gradientes da gravidade também se referem ao sistema astronémico local.

A linha norte-sul é a projecédo do meridiano astrondmico do ponto no plano topogréfico, que por definicdo
€ horizontal e tangente a superficie da Terra.

O sistema astrondmico local possui as seguintes caracteristicas (TORGE, 2001, p. 39):

a) origem em um ponto P na superficie fisica;

b) coordenadas cartesianas, formando um sistema levégiro;

C) 0 eixo z coincide com a dire¢do da vertical local com sentido positivo na direcdo do zénite;

d) o eixo x é perpendicular ao eixo z e esta contido no plano do meridiano astronémico do ponto P, com
sentido positivo para o Norte astronémico;

€) o eixo y € perpendicular aos eixos x e z e é contado positivamente para o leste astrondmico.

Conforme a figura 5 o vetor posicao entre P e P, é dado por:

X cos AsenZ
X=|Yy|=s|sen AsenZ (4)
z cosZ

O sistema astrondmico local é utilizado em aplicacdes astronémicas e geodésicas.
6. SISTEMA DE COORDENADAS GEODESICAS OU ELIPSOIDICAS

Um sistema de coordenadas geodésicas ou elipsoéidicas é definido no elipséide de revolucédo e possui as
seguintes caracteristicas:

a) a origem situa-se no centro do elipsoide;



b) o eixo Z coincide com o eixo de rotacdo do elipsoide;

c) o eixo X situa-se na interseccdo do plano equatorial do elipséide com o plano do meridiano de
Greenwich;

d) o eixo Y é escolhido de forma gue o sistema seja dextrégiro;

Encontra-se o termo “coordenadas geograficas elipséidicas” ao invés de “coordenadas geodésicas” ou
“coordenadas elipséidicas”.

7. COORDENADAS GEODESICAS OU ELIPSOIDICAS

As coordenadas geodésicas ou elipsoidicas sdo a latitude geodésica ou elipséidica e a longitude
geodésica elipsdidica, mostradas na figura 6 (TORGE, 1980, p.52).

A latitude geodésica ou elipsoéidica ¢ do ponto P é definida como o &ngulo entre a normal ao elipsoéide
que passa por P e o plano equatorial elipséidico.

A longitude geodésica ou elipsoidica A do ponto P é o angulo formado entre o eixo X e a projegdo sobre
o plano equatorial, da normal ao elipséide nesse ponto.
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Figura 6 — Coordenadas Geodésicas.

As coordenadas de um ponto na superficie fisica da Terra em relacé@o ao elipséide de revolugao, ficam
definidas em funcdo de uma terceira coordenada, a altitude geométrica h (PP’), que é a distancia sobre a
normal, entre a superficie fisica da Terra e a superficie do elipséide.

A figura 7 mostra as coordenadas geodésicas ou elipséidicas espaciais ¢, A e h.

A Mormal elipsdidica

Figura 7 — Sistema de Coordenadas Geodésicas ou Elipsoéidicas Espaciais.



8. DESVIO DA VERTICAL

Todos os corpos ha Terra acham-se sujeitos a for¢ca da gravidade, que é resultante da forga de atracéo
exercida pelas massas terrestres e da for¢a centrifuga decorrente do movimento de rotacao.

O campo da gravidade é um campo conservativo, dotado de geopotencial ou potencial gravifico W,
resultante da soma do potencial de atracdo e do potencial centrifugo.

As superficies equipotenciais (potencial gravifico W constante) do campo da gravidade, sé&o
denominadas geopes, e 0 gedide é 0 geope que mais se aproxima do nivel médio dos mares em todo o
globo.

Como a distribuicdo de massas nao é homogénea, os geopes sdo superficies suavemente irregulares, e
perpendiculares em todos os seus pontos as linhas de for¢ca do campo da gravidade, as linhas verticais. As
linhas verticais sdo utilizadas como referéncia fisica nos equipamentos de medicao utilizados em Topografia
e Geodésia, sendo materializadas pelo fio de prumo ou pelo eixo vertical de um teodolito nivelado.

J4, a vertical de um ponto, € a reta tangente a linha de for¢a nesse ponto e simboliza a dire¢do do vetor
gravidade.

Denomina-se desvio da vertical (i) ao angulo formado, em um certo ponto, pelas normais a superficie
equipotencial que passa pelo ponto e ao elipséide, isto é, o angulo entre a vertical do ponto e a normal
(figura 8).
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Figura 8 - Desvio da Vertical.

A vertical do ponto (tangente a linha vertical) define suas coordenadas astronémicas. As coordenadas
geodésicas sao obtidas utilizando os dados de observacdo, GPS, por exemplo, sobre a superficie de
referéncia (elipséide de revolugéo).

Os célculos geodésicos para obtencdo das coordenadas dos vértices sao efetuados sobre o elipsoéide.
Porém, as observagbes sdo executadas com um aparelho colocado em uma estacdo, que se refere a
direcdo da vertical astronbmica, que ndo é normal ao elipsoide.

O caélculo do desvio da vertical ndo é feito diretamente, mas sim através de seus componentes § e
chamados respectivamente de componente meridiana e componente 1° vertical (GEMAEL, 1999, p.19).

Sao quatro os métodos de determinacédo do desvio da vertical.

O primeiro, e mais conhecido, é o método astrogeodésico, onde as componentes do desvio da vertical
s&o determinadas através de coordenadas astrondmicas e geodésicas em um mesmo ponto. E restrito as
areas continentais, além de conduzir a valores relativos que dependem das coordenadas do datum e dos
parametros elipsoidais.

Outro método é o gravimétrico (GEMAEL, 1999, p.149), onde o desvio da vertical € obtido em funcao de
anomalias da gravidade, através da férmula de Venning-Meinesz.



Um terceiro método de determinacéo do desvio da vertical € o método astrogravimétrico (GEMAEL,
1999, p.177), que conjuga determinacdes astrogeodésicas com gravimeétricas.

E, um quarto método de obtencao do desvio é através de medidas GPS/LPS, utilizando-se do “Problema
Procrustes simples” (GRAFAREND & AWANGE, 2000) para o calculo.

9. PROBLEMA PROCRUSTES SIMPLES

Chama-se problema de orientacdo tri-dimensional a determinacdo da matriz de rotacdo (3 x 3) cujos
parametros sao a longitude astrondmica A, a latitude astrondmica ® e a orientagdo horizontal £ no plano
horizontal.

O relacionamento entre coordenadas no sistema astronémico local e coordenadas no sistema geodésico
global geocéntrico, ITRF2000, por exemplo, pode ser obtido a partir de medidas de posicionamento GPS
(Global Positioning System) e medidas de dire¢cbes horizontais e verticais efetuadas por um teodolito em
uma estacdo a pelo menos trés alvos. Através do problema Procrustes simples, ou Problema Procrustes
parcial, obtém-se o relacionamento entre (A - 1) e (@ - ¢), € com isso as componentes do desvio da vertical.

O Problema Procrustes simples sé envolve rotacdes, e consiste de uma simplificacdo do Problema
Procrustes geral que envolve rotacdes, translacdes, escala e reflexao.

9.1 MODELO PROCRUSTES SIMPLES

A partir de um levantamento GPS, obtém-se as coordenadas cartesianas (X, Y, Z) da estacéo base e as
coordenadas cartesianas (X;, Y;, Z;) das estagfes alvo, no Sistema Global, formando um conjunto de vetores

[Fr , FZ. , F3. ], fixos ao centro de massa da Terra. Adicionalmente, um levantamento efetuado com teodolito
proporciona coordenadas cartesianas a partir de coordenadas esféricas, que formam um conjunto de vetores
[Fl*, F,., F3*] fixos a superficie fisica da Terra.

Tem-se entdo, F. formado por coordenadas do sistema global e F. formado por coordenadas no

sistema astrondmico local.
O relacionamento entre F. e F. é dado por:

[Fe,Fo Fs ] = [Fp F o Fye RE(A®,3) = [F, o F, Fy RT(AR] (% — ORI (%) (5)
sendo

cos(A) sen(A) O
R;(A)=|—sen(A) cos(A) O (6)
0 0 1

cos(% -®) 0 - sen(% -D)
R, (% ~®)=| 0 1 0 @)
sen(%—d)) 0 cos(%—d))

cos(X) sen(z) O
R;(Z)=|-sen(X) cos(X) O (8)
0 0 1

A conversao de coordenadas esféricas em coordenadas cartesianas é feita da seguinte forma:



cos B; cosT; Xj — X
S; =|cosB;senT; |=|y;—-y| Vie{l2..,n} (9)

sen B; Z;, -1

=

onde T, representa a dire¢cdo horizontal medida, B; a direcdo vertical medida e S; a distancia espacial,
fornecida por:

S, =S(X. X)) ={(X; = X)T+(, )2+ (2 -2)*  (10)

Xj —X X=X
Yi—y = RE(A,CD,Z) Yi =Y (11)
Zi =7, Z, -7

=0

X,-X Y,-Y Z,-Z
X,=X Yo=Y Z,-Z

M M M
X=X Y, =Y Z,-Z

X1 =X Xo=X A X,—X

yi=y Y2-y A y,-y| =R
21-7 I,-1 AN z1,-1Z

(12)
F*
e
Xp—X X=X A X,—X
Yi=[Vi=y Yo=YV A Yy (13)
2,-7 I,-1 AN z1,-12

X,-X Y,-Y Z,-Z
X, =X Y=Y Z,-Z

M M M
X, =X Y, =Y Z,-Z

(14)

sendo

X =RT (16)

As matrizes Y; e Y, sdo as matrizes de pseudo-observacfes, sendo a matriz Y, levégira e a matriz Y,
dextrégira. A matriz de rotacdo desconhecida R', designada por X é um conjunto de parametros fixos
desconhecidos, objetivo da injuncdo quadratica da condicdo de ortonormalidade da matriz X, dada por:

XTX =1, (17)
A matriz E compreende os erros das medidas coletadas, tornando inconsistente a equagéo (15):
Y, =Y,X+E (18)
O Problema Procrustes simples consiste em encontrar uma solugdo para o sistema matricial de

equacdes lineares inconsistentes, fornecido pela equacao (18).

A partir das pseudo-observacdes {Y;, Y,} e do ajustamento das equagOes das pseudo-observacdes
Y1=Y,X + E com respeito as injuncdes X'X=l;, calcula-se os trés parametros de orientacdo (longitude
astrondmica A, latitude astronémica @ e orientac@o horizontal desconhecida X) a partir de R:



R - R3(2)R2(§ - D)R3(A) =

(19)
cosxsen®cosA —senzsenA cosxsendsenA +senxXcosA —coszcosd
=|-senXsen®cosA -cosXsenA -senXsen®senA +COSXCOSA senXcosd
cos®cos A cos®senA sen®

com:

O caminho inverso dos angulos de Euler fornece:

r r
tanA = 32 A = arctan 32 (20)
la1 la1
Mas las
tan® = ———— o = arctan —— 21

[[2 2 [[2 2 (21)

a1 +r32 a1+ I3
r r

tany = — 22 T = arctan(-—=2) (22)

M3 M3

Desta maneira chega-se aos valores da longitude astrondémica A, da latitude astrondmica @ e da

orientacdo desconhecida X. As observagdes GPS fornecem a latitude elipsoéidica ¢ e a longitude elipsoéidica
A. As componentes do desvio da vertical & componente meridiana e n componente primeiro vertical podem
entdo ser calculadas por:

£=D- ¢=A¢ (23)
N = (A - 1) cosd = ALCOSd (24)

10. CONCLUSOES

A efetiva implementacdo da determinacdo do desvio da vertical através da solugdo do modelo
Procrustes simples, pode trazer muitas vantagens a todas as determina¢es geodésicas e topograficas no
territério nacional.
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